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Optimisation
Exercice 1

a) On suppose que f est di�érentiable sur U . Montrer que f est convexe si et seulement si

f(y)− f(x) ⩾ dfx(y − x)

pour tous x, y ∈ U .

b) On suppose que f est deux fois di�érentiable sur U . Montrer que f est convexe si et seulement
si d2f(x) est positive (en tant que forme quadratique) pour tout x ∈ U .

c) On suppose que f est convexe et di�érentiable sur U . Soit a ∈ U tel que dfa = 0. Montrer que
a est un minimum global de f sur U .

d) Exemple : Soit A ∈ Mn(R) une matrice symétrique positive, b ∈ Rn. Soit f : Rn → R dé�nie
par :

f(x) =
1

2
⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩

A quelle condition f a-t-elle un minimum global ? En déduire une méthode de résolution d'un
système linéaire inversible.

Exercice 2
Soient (xi, yi)i∈{1,..,n} n points du plan R2 tels que les xi ne soient pas tous égaux entre eux.

Montrer qu'il existe une unique droite du plan, d'équation y = λx+ µ, qui minimise la somme des
carrés des distances prises 'verticalement' entre les points et la droite.
Exercice 3

Exprimer la moyenne de n points dans Rd en terme de minimisation.
Exercice 4

On considère E égal à l'ensemble Rd privé de {x ∈ Rd | ∃i : xi = 0}. On note N1(x) =∑
i |xi| et N2(x) =

√∑
i x

2
i .

a) On note FC = {x ∈ E | N1(x) = C}. Peut-on minorer N2 sur FC ? Et la majorer ? (si oui
donner les extrema).

b) On note GC = {x ∈ E | N2(x) = C}. Peut-on minorer N1 sur GC ? Et la majorer ? (si oui
donner les extrema).

Exercice 5
Soit n ∈ N∗. On munit Mn(R) de sa norme euclidienne ∥M∥2 = Tr(MTM). Montrer que

SOn(R) est l'ensemble des matrices de SLn(R) de norme minimale.
Exercice 6

On considère un rayon lumineux se déplaçant dans un plan et reliant deux points A et B situés
de part et d'autre d'une courbe C (supposé être une sous-variété de dimension 1) délimitant deux
milieux d'indices de réfraction respectifs n1 =

c
v1

et n2 =
c
v2
. En admettant que la lumière suit le

principe de Fermat (ie qu'elle minimise la durée du trajet parmi toutes les trajectoires possibles),
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prouver la loi de réfraction de Descartes en utilisant le théorème des extrema liés. De la même
manière, lorsque C est cette fois-ci un miroir et que A et B sont situés du même côté, prouver la
loi de la ré�exion d'un rayon lumineux.
Exercice 7

Soit f : Rn 7→ R une fonction de classe C1 véri�ant la propriété suivante

∃α > 0 | ∀x, y < ∇f(x)−∇f(y), x− y >⩾ α∥x− y∥2

a) A l'aide d'une formule intégrale de Taylor avec reste intégral, démontrer que pour tout x,y on
a f(y)− f(x)− < ∇f(x), y − x >⩾ α

2
∥y − x∥2.

b) En déduire que f est coercive.

c) Que peut-on en conclure sur le problème de minimisation de f ?

d) Pour x0 donné, on dé�nit la suite xk par xk+1 = xk − ρk∇f(xk) où ρk (que l'on ne cherchera
pas à déterminer) est tel que

f(xk − ρ∇f(xk)) = minρ∈R+f(xk − ρ∇f(xk))

Véri�er que si a est une solution du problème de minimisation, α∥xk − a∥ ⩽ ∥∇f(xk)∥.

e) Montrer que < ∇f(xk+1),∇f(xk) >= 0 pour tout k. En déduire que la suite f(xk) est une
suite décroissante et que limk−→∞∥xk+1 − xk∥ = 0.

f) On suppose de plus que ∇f est lipschitzienne, montrer que ∥∇f(xk)∥ −→ 0 et conclure.

Exercice 8 Soient Ω un ouvert de Rn, f : Ω −→ Rn une fonction de classe C2 et c ∈ Ω tel que
f(c) = 0 et dfc est inversible. On dé�nit F : x 7→ x− (dfx)

−1 · f(x).
a) Montrer qu'il existe un voisinage de c sur lequel F est bien dé�nie et C1.

b) Montrer qu'il existe δ > 0 tel que B̄(c, δ) est stable par F et pour tout x0 ∈ B̄(c, δ), si on pose
xn+1 = F (xn) alors xn −→ c.
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