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Calcul différentiel Barbara Gris, Frédéric Pascal

TD 8
Optimisation
Exercice 1

a) On suppose que f est différentiable sur U. Montrer que f est convexe si et seulement si

fy) = flz) = dfely —2)
pour tous x,y € U.

b) On suppose que f est deux fois différentiable sur U. Montrer que f est convexe si et seulement
si d%f(x) est positive (en tant que forme quadratique) pour tout = € U.

c) On suppose que f est convexe et différentiable sur U. Soit a € U tel que df, = 0. Montrer que
a est un minimum global de f sur U.

d) Exemple : Soit A € M,(R) une matrice symétrique positive, b € R". Soit f: R"™ — R définie
par :

F() = 5 (A, ) — (b, )

A quelle condition f a-t-elle un minimum global ? En déduire une méthode de résolution d’un
systéme linéaire inversible.

Exercice 2
Soient (xi,yi)ie{l,“’n} n points du plan R? tels que les x; ne soient pas tous égaux entre eux.
Montrer qu’il existe une unique droite du plan, d’équation y = Ax + i, qui minimise la somme des
carrés des distances prises 'verticalement’ entre les points et la droite.
Exercice 3
Exprimer la moyenne de n points dans R? en terme de minimisation.
Exercice 4
On considére E égal a 'ensemble R? privé de {x € R? | Ji: x; =0}. On note Ny(z) =
> il et No(z) = /32, 7.
a) On note Fo = {x € E | Ny(z) = C}. Peut-on minorer Ny sur F 7 Et la majorer ? (si oui
donner les extrema).

b) On note Go ={zr € E | Ny(z) = C}. Peut-on minorer Ny sur G¢ ? Et la majorer 7 (si oui
donner les extrema).
Exercice 5
Soit n € N*. On munit M,(R) de sa norme euclidienne ||[M||, = Tr(MTM). Montrer que
SO, (R) est 'ensemble des matrices de SL,(R) de norme minimale.
Exercice 6
On considére un rayon lumineux se déplacant dans un plan et reliant deux points A et B situés
de part et d’autre d’une courbe C (supposé étre une sous-variété de dimension 1) délimitant deux
milieux d’indices de réfraction respectifs n, = ﬁ et ny = é En admettant que la lumiére suit le
principe de Fermat (ie qu’elle minimise la durée du trajet parmi toutes les trajectoires possibles),
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prouver la loi de réfraction de Descartes en utilisant le théoréme des extrema liés. De la méme
maniére, lorsque C est cette fois-ci un miroir et que A et B sont situés du méme coté, prouver la
loi de la réflexion d’un rayon lumineux.
Exercice 7

Soit f : R™ — R une fonction de classe C! vérifiant la propriété suivante

Ja>0 | Vry <Vf(x)-Vf(y),z-y>=alz -yl
a) A l'aide d’une formule intégrale de Taylor avec reste intégral, démontrer que pour tout x,y on
a f(y) — flx)— <Vf(),y—z>=>5ly—z|*
b) En déduire que f est coercive.
c) Que peut-on en conclure sur le probléme de minimisation de f 7

d) Pour z° donné, on définit la suite z* par 2" = 2% — p,V f(2*) ot pr (que I'on ne cherchera
pas a déterminer) est tel que

F(a* = pV (b)) = minges- (e — pV f(ah))

Vérifier que si a est une solution du probléme de minimisation, a||z* — a|| < ||V f(z*)]|.

e) Montrer que < Vf(z*1), Vf(2¥) >= 0 pour tout k. En déduire que la suite f(z¥) est une
suite décroissante et que limy o ||2* T — 2%|| = 0.

f) On suppose de plus que V f est lipschitzienne, montrer que ||V f(z*)|| — 0 et conclure.

Exercice 8 Soient 2 un ouvert de R”, f : O — R" une fonction de classe C? et ¢ € Q tel que
f(c) =0 et df. est inversible. On définit F : z — x — (df,) "' f(x).

a) Montrer qu’il existe un voisinage de ¢ sur lequel F est bien définie et C1.

b) Montrer qu’il existe § > 0 tel que B(c, ) est stable par F et pour tout zo € B(c,d), si on pose
Tps1 = F(x,) alors z, — c.
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