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Equations différentielles

Exercice 1

a) Critére de Cauchy pour la limite d’une fonction en un point Soit f:UCR" — RP,
soit a € U. Montrer que f admet une limite en a ssi Ve, In > 0 tel que Vo, y € U, si |z —a| <7

et [y —al <, alors [f(z) — f(y)] <e.

b) Soient U un ouvert de R x R", f: U — R™ une application continue localement lipschitzienne
en la seconde variable. On considére u une solution maximale de I’équation différentielle y' =
f(t,y(t)) et I lintervalle de définition de u. Montrer que pour tout a € I et tout compact K
contenu dans U, il existe ty € [ avec ty > a et t_ € I avec t_ < a tel que (t4,u(ty)) ¢ K et
(t—,u(t-)) ¢ K.

Exercice 2
Soit f est une fonction continue sur 2 ouvert de R" localement lipschitzienne, et u est une

solution maximale de 2'(t) = f(z(t)) définie sur un intervalle ouvert /. On suppose de plus qu’il

existe t1,ty € I tels que u(t;) = u(tz). Montrer que u est périodique et que u est définie sur R.

Exercice 3
Soit f : R xR — R continue, K-lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable. Soit

x : [to, to + T[— R telle que 2/(t) = f(t,z(t)) pour tout t et y : [to,to + T[— R telle que

{ y(to) < z(to)
y'(t) < f(tyt) vt

Montrer que Vt € [to, to + T[, y(t) < z(t).
Exercice 4

Soient U un ouvert de R™ et X un champ de vecteurs continu sur U. On considére une
application dérivable f : [tg, 00[— U telle que f'(t) = X(f(t)) et f(t) tend vers a € U en +o0.
Montrer que a est un point singulier de X (ie que X (a) = 0).
Exercice 5

On considere le probléme de Cauchy

{ (1) = —a(t) + a(t)z*(t)
x(0) =z

ou « est une fonction continue de [0, co[ vérifiant |« (t)| < 1 pour tout ¢ > 0. Le but de exercice
est de montrer que si |zg| < 1 alors la solution maximale du probléme de Cauchy est définie sur
R*. On note [0, T*[ le domaine d’existence de la solution maximale et on suppose que T* < +oc.
On pose |zg| = 1 — g avec 0y €]0, 1] et on considére § €]0, dp[. On pose alors

A={Te0, T, Vtel0,T], |z(t)]<1-7}

a) Montrer que 0 € A et que A est un intervalle. On suppose que sup A < T*.

1/2



b) Montrer que, pour ¢ € [0,7*[, on a
t
x(t) = exp(—t)zo + / exp(—(t — s))a(s)z?(s) ds
0

c) En déduire, grace au lemme de Gronwall que pour 7' € A, on a |z(t)| < |zo| exp(—0dt) pour tout
t 0,17

d) Montrer que |z(t)] < 1 — dy pour tout t € [0,sup A]. Aboutir & une contradiction et conclure.

Exercice 6

On considére 2 un ouvert de R et f :  — R™ un champ localement lipschitzien. Pour tout
x € €1, on note .J, l'intervalle de définition de la solution maximale de I’équation différentielle
Yy = f(y) telle que y(0) = z et D(f) = UpeaJr X {}. On définit le flot associé & f, note ¢, par
oi(z) = y(t). Alors ¢ est une application continue sur I'ouvert D(f) par le théoréme de continuité
par rapport aux conditions initiales.
Pour tout x € Q tel que ¢:(z) est définie pour tout ¢t > 0, on définit w(z) comme I'ensemble des
y € Q tel qu’il existe une suite (,)nen tendant vers +oo et vérifiant ¢, () — y.
Montrer que w(x) est stable par le flot de f ie que Yy € w(x) et Vt € J,. , ¢i(y) € w(z).
Exercice 7

On considére I'équation y” + py = 0 avec p continue sur R* telle que [, [p| < oo,

a) Montrer que si y est solution bornée alors y'(t) —« 0.

b) En utilisant le Wronskien d’une base de solutions, en déduire qu’il existe des solutions non
bornées.
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