Formation en Mathématiques Commune Cachan / P7 Année 2016-2017
Calcul différentiel Mariano Rodriguez, Frédéric Pascal

TD 4

Théorémes d’inversion locale et des fonctions
implicites
Exercice 1

a) Soit U un ouvert de R™, f : U — R™ de classe C"! injective sur U telle que df, soit inversible
pour tout x € U. Montrer que f(U) est ouvert et que f est un C* diffeomorphisme de U sur

f).
b) Soit U = {(r,0) € R% r > 0} et soit V = R? — {(0,0)}, montrer que f : U — V définie par
f(r,0) = (rcosf,rsinf) n’est pas un changement global de coordonnées.

c) Soit @ : Rx]0, +o0[— Q C R? telle que ®(z,y) = (e + logy, e” + 2logy). Déterminer 2 pour
que @ définisse un C'! difféeomorphisme de Rx]0, +oo] sur €

d) Soit
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Montrer que f est dérivable sur R, de dérivée non nulle en 0 mais que f n’est inversible sur
aucun voisinage de 0.

e) Montrer qu’il existe une fonction différentiable G' définie sur un voisinage V' de I,, dans M, (R)
telle que pour tout A € V, on a G(A)? = A.

Exercice 2
Soit n € N*. On note S,(R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et St celui des

matrices symétriques définies positives.

a) Soit k € N*. Montrer qu’il existe un voisinage V' de I,, tel que pour tout B € V il existe une
matrice A € M, (R) telle que A* = B.

b) Montrer qu’il existe un voisinage V' de I, tel que pour tout B € V il existe une matrice
A € M, (R) telle que exp A = B.

c) Montrer S *(R) est un ouvert de S,(R). Montrer que pour tout A € S *(R) il existe une
unique matrice symétrique positive B telle que A = B2 Montrer que B est définie positive.

On note B = V/A.
d) Montrer que I'application

SyH(R) = ST (R)
{ A— VA

est de classe C°.

Exercice 3 Soient Py € R,[X] et xy € R une racine simple de Fy. Montrer qu’il existe une fonction
"racine" de classe C*° dans un voisinage de F,. De fagon précise montrer qu’il existe un voisinage
V de Py dans R,,[X] un voisinage W de z et une fonction rac: V- — W telle que rac(P) soit une
racine de P pour tout P € V.
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