Calcul différentiel, E.N.S. Cachan Partiel du 13/11/2019

Les notes de cours et de TD ne sont pas autorisées. 1l est interdit de communiquer par un quelconque moyen.
Les exercices sont indépendants. On recommande trés vivement la précision dans la rédaction.
Durée : 3 heures

Exercice 1. Quelques calculs

1. Soit f: R" —R"et g: R" — RP avec m,n, p € N. On suppose que f et g sont deux fois différentiable
sur R™ et R" respectivement. Calculer pour tout x € R™, d*(go f)(x).
SOLUTION:
Par regle de dérivation de la composée go f est bien différentiable sur R™. On a pour tout x €
R™ d(go f)(x) =dg(f(x))(df(x)). Onpose ¥ : Z(R",R") x Z(R",RP) — Z(R™,RP) définie par
W(A,B) = BoA. Cette application est bilinéaire et puisqu’elle prend ses valeurs dans un espace
de dimension finie elle est immédiatement différentiable. On peut calculer sa différentielle. Soit
(A,B) € Z(R",R") x Z(R",RP) et (H,K) € Z(R™",R") x Z(R",RP) on a

dP(A,B) =BoH +KoA. (1)
Posons maintenant ¢ : R” — Z(R™ R") x Z(R",R?) définie sur R™ par

¢(x) = (df (x),dg(f(x))) - 2)

¢ est différentiable sur R™ en tant que composée de fonctions différentiables. De plus pour tout
xeR"etheR"ona

d (x)(h) = (& (x)(h,-),d*g(f (x))(df (x)(h),")) - 3)

Il suffit de constater que pour tout x € R™, d(go f)(x) = ¥(¢(x)) et donc x — d(go f)(x) est
différentiable de différentielle pour tout x € R et h € R donnée par

d*(go f)(x)(h) = dg(f(x))(d* f(x) (h,-)) + d*g (£ (X)) (df (x) (h),df (x)(-)) - (4)

2. Soit f € C!(R?,R). Montrer que les fonctions suivantes sont différentiables et calculer leur différentielle :

(a) On définit g: R* — R par g(x,y) = f(3, f(x,%)).
SOLUTION:
Soient d; f et d f les différentielles partielles de f, et notons g(x) = f(x,x).

Alors dg(x)(h) = df(x,x)(h,h) et :
dg(x,y)(h, k) = A f(v,q(x)) (k) + 2f (y,q(x))(dg(x)(R))
dg(x,y)(h,k) = O f (v, f(x,%)) (k) + 02 (. f (x,.x))(df (x,x) (. 1))

Ces fonctions sont continues sur R?, la fonction f est différentiable car c’est une composition de
fonctions differentiables, et on a :

dg(x,y)(h,k) = df (y, f(x,x)) (k,df (x,x) (h, ).

(b) On définit #: R?> — R par h(x,y) = € f(x +,x).
SOLUTION:
Soit h(x,y) = g(x,y)q(x,y) avec g(x,y) = e¥ et g(x,y) = f(x+y,x). D’ou

dg(x,y)(h,k) = €V yh+ e xk,



dg(x,y)(h,k) = df (x+y,x)(h+k h) = df (x+y,x)(h, h) +df (x+y,x)(k; h).
Ces fonctions sont continues sur R?, la fonction f est différentiable car composition de fonctions

differentiables, et on a :

dh(x,y)(h,k) = f(x+y,x)[e”yh+ e“Vxk] + eVdf (x+y,x)(h+k, h).

3. Montrer que les fonctions suivantes sont deux fois différentiables sur R et écrire leur développement
de Taylor-Young & 1’ordre deux en un point a € R? :

(a) On définit hy : R* — R par iy (x,y) = x*(x+y).
SOLUTION:

Soient les différentielles partielles

gh (1) = 2x(6+9) 427 =324 205 D(xy) =
X dy
9%h 9%h 9%h
axz (xay)_6x+2y’ 8)}2 (x,y)—O, axay(x>y)_2x

Alors :

h(a+x,b+y) =h(a,b) + (3a* +2ab)x + (a*)y+

2 (6a-+2b)22 + (da)) +

1Gey) 7€ ((x, )

(b) On définit i : R? — R par hy(x,y) = €v.
SOLUTION:

Soient les différentielles partielles

oh " oh !

3 ey = ety afy(xay) =e'x
0°h d%h , d%h R
ae )= g) = V%% xoy Y =7+

Alors :

h(a+x,b+y) =h(a,b) + (e*°b)x + (¢®a)y+

5((66”)[72))(2 + (eaha2)y2 + (eah +e“hab)xy)+

1o ) 1Pe((x,3)).-

Exercice 2. Calcul de Lagrangien. Soient / = [a,b] un intervalle de R. On considére C'(I,R), I’espace des

fonctions qui admettent un prolongement f: R — R avec f € C!(R,R). Soit . € C'(R?,R). Dans toute la
suite on identifie f et f sur 1. On définit . : C!(I,R) — R pour tout f € C'(I,R) par

b
F) = [ L0101 ). ®



1. On munit C!'(1,R) de la norme ||-|| définie pour tout f € C'(I,R) par || f|| = sup,; | f(t)|+sup,; | f'()].
Montrer que C'(1,R) muni de cette norme est un espace de Banach.

SOLUTION:
Déja on remarque que la définition ne pose pas de probleme puisqu’on a unicité du représentant
C'(R,R). Dans toute la suite j’identifie f et f. Si on a une suite de Cauchy pour || - || alors on a une

suite de Cauchy pour (f,)qen et pour (f;)en dans les espaces de Banach C(7,R). On a donc les
deux suites qui converge f, — f et fi — g et par théoréme de convergence uniforme des dérivées
on a que f € C'(I,R) et g = f’. On montre ensuite que puisque f admet des dérivées a droite et a
gauche on peut bien la prolonger par une fonction par une fonction continiiment différentiable sur R.

2. Montrer que .% est différentiable et montrer que pour tout f,h € C'(I,R)

b
dF (f)(h) = /a {2 (x, £ (x), f' () h(x) + 0L (x, £ (x), ' (x)) 1 (x) } dx (6)
SOLUTION:
Soit f,h € C1(I,R). On a les égalités suivantes
F(f+m=F()+ / {0, F )+ R0 0+ () = 25,10, ()} d (7)
b
Zf(fH/a d.Z (x, £ (x), f'(x)) (0, h(x), A (x))dx (8)
—i—lb/ol {dZ (x, f(x) +th(x), f'(x) + 11 (x))(0,h(x),h (x)) —dL (x, f(x), f'(x))(0,h(x),h (x)) } dxds
)
= P+ [ {02060, 5 WD+ 2 0 10, P (W)} b (10
—i—/f/(;l {d.i”(x,f(x) +th(x), f(x) +th (x))(0,h(x),H (x)) —d.i”(x,f(x),f’(x))(o,h(x),h’(x))}dxdt
(11)
On pose
b rl
E(0) = [ [ {0 s () 400, (0 +1H (0)(0.h(0). ' () 12)
—d.Z(x, f(x), f'(x))(0,h(x), 1 (x)) } dxdr . (13)
On a alors

B < I [ [ 14206700+ 009, /09 + 0 () ~ 425, 700, )t . 1)

On pose alors €(f,h) = [7 fo 1AL (x, f(x) +1h(x), f'(x) +1h (x)) —dZL (x, £ (x), £ (x)) || dxdz. 1 s agit
de montrer que limy, o €(f,h) = 0. Supposons que ||A|| < 1 avec 7y > 0 alors par continuité de f
et de f” il existe un compact K dans R tel que pour tout x € [a,b] et € [0,1], (x, f(x) +th(x), f'(x) +
th'(x)) € K. Par le théoréme de Heine, on a que (u,v,w) — d.Z(u,v,w) est uniformément continue
sur K. On en déduit donc qu’il existe 11 > 1, > 0 tel que pour tout x € [a,b] etz € [0,1] on a

1.2 (x, £ (x) +th(x), £ (x) + th'(x)) = dL (x, f (x), f'(x)) [ < € . (15)

On peut donc conclure que lim;, 0 €(f, /) = 0 et donc .F est différentiable en f. Sa différentielle
est directement identifée dans le calcul précédent.

Exercice 3. Différentielle et exponentielle
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés avec F' un espace de Banach, U un ouvert de E et une suite
d’applications (f,)en avec f, : U — F différentiable sur U. On suppose que



— la suite (f,)nen converge simplement sur U,
— la suite (df,)nen converge uniformément sur U.

1. Montrer que f = lim, f, est différentiable sur U et que pour tout x € U, df(x) = lim,, df, (x).
SOLUTION:
On note g = lim, df,. Soit a € U. On considere la décomposition suivante pour tout & tel que a+h €

U

1f(a+h) = fla) =g@)(W)|r = [f(a+h) = fa) = (fala+h) = fa(a))llF (16)
+lldfu(a) —g(@)l|e.rllhlle+ [ fula+h) = fula) —dfu(a) (R)|[F -
a7

On considere la boule mathrmB(a,r) C U,
séparée :

h||g < r et on traite chacun des termes de maniére

(a) pour le premier, on pose 1y € N tel que pour tout j,k € N avec j,k > ng, sup,.y [|dfj(x) —
dfi(x)||£,r < €.Onposedonc g;x(x) = fj(x) — fr(x) et en utilisant I’inégalité des accroissements
finis on obtient

1fi(a+n) = fi(a) = (fila+h) = fila) | < €llhlle - (18)

On peut donc passer a la limite en j par exemple et utiliser la convergence simple pour obtenir
que pour tout n > np on a

1f(a+h) = f(a) = (fala+h) = fula)|F < €l[R]E- (19)

(b) pour le second terme il suffit de choisir n assez grand (et on le prend en plus grand que ng) tel
que [|df(a) —g(a)lleF <&

(c) pour le n fixé précédent quitte a réduire le rayon r on obtient que || f,(a+h) — fu(a) —d fu(a)(h)||r <
e||hl|&.

On peut donc conclure que pour n > ng et ||h|| < rona

1f(a+h) = f(a) —g(a)(h)||F < 3€|hl|& (20)

Donc f est bien différentiable de différentielle g.

2. On considere exp: Z.(E,F) — Z.(E,F) définie pour tout A € Z.(E,F) par

exp(A) =) A"/n!. 1)

neN

Montrer que exp € C*(Z.(E,F),.Z.(E,F)), i.e. exp € CX(%.(E,F), %.(E,F)) pour tout k € N.
SOLUTION:

On a la convergence normale de la somme, donc sa convergence (car .Z,.(E,F) est un espace de
Banach car F est un espace de Banach). De plus chaque terme est différentiable et si on note ¥, (A) =
A"/n! on a d¥,(A)(H) = Y! |A...AHA...A/n! et ||d¥,(A)|| < ||A|""!/(n — 1)!. On obtient la
convergence normale de la série et donc sa convergence uniforme. On peut ensuite procéder par
récurrence pour montrer que ||d*¥,(A)| < ||A[|"~*/(n—k)! et appliquer la premiére question pour
conclure.

3. On suppose pour toute la suite de ’exercice que E = F = R™ avec m € N. On a alors .Z.(E,F) =
A u(R). Montrer que pour tout M,H € .#,(R)

dexp(M)(H) = /0 exp(eM)Hexp((1 - )M)dr 22)



SOLUTION:
On commence par remarquer que pour tout A, H € .#,,(R) on a

oo

dexp(A)(H) = Z(n!)’lnilAkHA"’l’k . (23)

n=0 k=0
De la méme maniere on a, en utilisant le théoreme de Fubini,

1 ~+oo 1
/ exp(tM)Hexp((1 —t)M)dr = ) (pzq!)—‘/ tP(1—t)? dtMPHMY . (24)
0 Pq=0 0

On pose J,, = fol tP(1 —1)9dzr. Une récurrence (ou directement par ’utilisation du lien entre la
fonction Beta et la fonction Gamma) montre que J, , = (p!q!)/(p+ g+ 1)!. On obtient donc

-1 oo
/ exp(tM)Hexp((1 —t)M)dt = Y. (p+q+1)I"'MPHM? . (25)
0 P:q=0

Posonsn=p+qg+1etk=p.Onap >0 quiestéquivalent a k <n—1 et donc on obtient

oo

/0l exp(tM)H exp((1 —¢)M)dt = Z (n)~1 EAI‘HA"*“]‘ =dexp(A)(H) . (26)
n=0 k=0

. Soit (An)nen une suite de .#,(R). Montrer que si A, — A alors (Id+A,/n)" — exp(A).
SOLUTION:
On peut écrire le bindbme de Newton car A, et Id commutent. On a donc pour tout n € N

(d+A,/n)" =Y <”)A§n—k =Y (ntn )/ (k! (n— k)AL . @7)
k=0 k k=0
Donc on a pour tout n € N,
exp(A,) — (Id+A,/n)" Z kiAk Z (n!n %)/ (k!(n — k)!) + k!~ 1AK (28)
k=n+1

Puisque, (n!n~*)/(n—k)! < 1, on obtient

lexp(An) — (Id+A,/n)"|| < Z k'llAnll'”rZ (nln™) (ki (n—k)) + kT IALS 29)
k=n+1 k=0
< exp([|Anll) — (14 [[Anll/n)" - (30)

On conclut en utilisant le résultat connu dans R.

. Déduire de la questions précédente la formule de Lie-Trotter-Kato : pour tout A, B € .#,,(R)

lirrln(exp(A/n) exp(B/n))" =exp(A+B) . 31)

SOLUTION:
Par développement limité on sait qu’il existe une suite de matrices (M,,),en telle que lim, M, = 0 et

exp(A/n)exp(B/n) =1d+ (A+B+M,)/n. (32)

On conclut en utilisant la question précédente.



Exercice 4. Symétrie, jacobienne et lemme de Poincaré
Soit f € C2(R",R"). On note Df(x) sa jacobienne au point x.
1. On suppose que pour tout x € R", Df(x) est antisymétrique. Montrer qu’il existe A € .#,(R) anti-
symétrique et b € R" tels que pour tout x € R", f(x) = Ax+b.

SOLUTION:
Soit x € R". On note q; j = 8j’kf,-. Par théoréme de Schwartz on a a; jx = a; ;. De plus par anti-
symétrie on a; jr = a; 1, ;. Si on note ¢ le 3-cycle 6(i, j,k) = (j,k,i) on obtient as(; jx) = —ai -

Mais 62 = Id et on a donc ajjx = (—1)3ai.j,k et donc g; jx. On a donc d?f(x) = 0 pour tout x € R".
Donc f(x) = Ax+ b (on peut intégrer car on est sur un convexe).

2. On suppose que pour tout x € R”, D f(x) est symétrique. Montrer qu’il existe ¢ € C>(R",R) telle que
pour touti € {1,...,n} etx €R,
fi(x) = dip(x) . (33)
On pourra poser @(x) = Y7, x; [i fi(tx) dr
SOLUTION:
¢ alarégularité demandée par différenciation sous le signe intégral. Il s’agit maintenant de différencier.
Soiti€ {1,...,n}etx e R"

1 n 1
= [ i) a1y | oty a (34)
-1 n
= [ U0 +1 Y xauf 00} o (35)
Jj=1
-1 n .1
= /0 {fitx)+1 Y x;0,fi(tx)} = /0 (tfi(2x))" dt = fi(x) . (36)
Jj=1

Exercice 5. Fonctions harmoniques et propriété de la moyenne
Dans tout cet exercice || - || est la norme euclidienne sur R”. On admet la formule suivante valable pour tout

feL'(R),
s axr.an =, [ rip)p" tap. G7)

avec S, > 0. On note V,(r) = [ <,dxi...dx, le volume de la boule centrée en 0 et de rayon r. Soit f €
C2(R",R). On note M(a,r) la moyenne de f sur la boule de centre a et de rayon r définie par
My(a,r) = Va(r) ! / F(x) dxr ..y (38)
lx—al|<r

1. Montrer que pour tout matrice A € .#,(R) on a

/l H x"Ax dxy ...dx, = r*V,(r)Tr(A)(n+2) 7" (39)
x| <r

SOLUTION:

On remarque que 1’on peut se restreindre aux matrices symétriques pour montrer la formule cette
derniere étant triviale sur les matrices antisymétriques. Soit donc A une matrice symétrique. Il existe
une matrice de diagonalisation P orthogonale par le théoréme spectral. On obtient donc en effectuant
le changement de base

. n
/ Taxdndn =Yoo [ ddn (40)
[|lx]|<r [lx||<r
:n—lTr(A)/ x|)? dxy ... dx, @1)
lll<r
=n"'Tr(A)S, / s ds = n 7' Tr(A)S, " P (n+2)7" . (42)
0



Il s’agit ensuite de remarquer que
Va(r) = dxy...dx, =S,"/n, (43)
et on peut conclure.

. Montrer que pour tout a € R" et r > 0 ona Ms(a,r) = f(a) +r*/(2(n+2))Af(a) +o(r?) .
SOLUTION:
On integre le développement limité de f autour de a. On sait que pour tout z € R" avec ||A|| < 1 on
a

fla+h) = f(a)+df(a)(h) +df(a)(h,h) +R(a,h) , (44)

et ||R(a,h)| < €l|h||. En utilisant la formule admise (le reste est intégrable car continu) on a
V)™ [ Rlax—add| <er. (45)
B(a.n)

Le premier terme associé a la premiere différentielle est nul car symétrique. Le second est donné par
la premiere question.

. En déduire que si f satisfait la propriété de la moyenne, c’est-a-dire que pour tout a € R" et r > 0,
M¢(a,r) = f(a) alors f est harmonique, ¢’est-a-dire que pour tout a € R", Af(a) = 0.

SOLUTION:

Immédiat par la question précédente.



