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1 Généralités
1.1 Rappels sur les espaces préhilbertiens, [G1]

Notations 1. Dans toute cette partie, £/ désignera un espace vectoriel réel ou complexe muni d'un
produit scalaire (-, -).

Lemme 1. Identité du parallélogramme. Vx,y € F,
2 2 2 2
lz + yll* + Iz = yl* = 2 (ll* + [ly]1°) -

Remarque 1. On peut montrer que toute norme qui vérifie cette identité provient d’un produit
scalaire ([G2] p.252.). De méme mettre en défaut I'identité du parallélogramme permet de montrer
que de nombreux espaces de Banach ne sont pas des espaces préhilbertiens.



Exemple 1. L'(]0, 1]) n’est pas un espace de préhilbertien (considérer z + 1 et z — 2x par exemple).

Proposition 1. Projection sur un convexe fermé. Soit C' un convexe complet non vide de E.

1. Pour tout x € E, il existe un unique élément de C, noté Po(x), tel que

|z~ Po(@)ll = inf ||z — cl| = d(z, C).

2. Po(x) est caractérisé comme étant l'unique élément de C' tel que
Vee C, (x— Po(z),c— Po(x)) <0.

3. L’opérateur Pg est 1-lipschitzien.

4. St C est un sous espace vectoriel fermé de E, Po(x) est caractérisé comme étant 'unique
élément de C' tel que

Vee C, (x— Po(x),c)=0

et lopérateur Po est linéaire.

Exercice 1. Contre-exemple dans un espace de Banach. On considere
0o _ N lim u, =
0 {u e CY, ilelglun] < oo, lim wu, O} :

qui est un espace de Banach pour la norme infinie.

1. Montrer H = {u cly, X 27", = 1} est un fermé convexe de £*°.
neN*

2. Montrer que la distance de 0 a H n’est pas atteinte.

3. De méme trouver un exemple d’espace de Banach, de convexe fermé et de point dans cet espace
tel que la distance est atteinte en un nombre infini de points.

Remarque 2. Lien avec l’espérance conditionnelle, [BMP] p.100. Soient (X, A, ) un es-
pace mesuré et F' une sous tribu de A et v la restriction de u a F. Alors L?(X, F,v) est un sous
espace fermé de L*(X, A, 11), et on peut définir I'espérance conditionnelle sachant ' d’un élément de
L*(X, A, 1) comme son projeté orthogonal sur L*(X, F,v). Posons (£, A, P) un espace probabilisé,
X € L*(Q,A P), F =0(X) et v la restriction de P a F. On appelle espérance conditionnelle sa-
chant X d’un élément de L*(Q, A, P) sur L*(2, F,v). On note E(-|X) cette projection. La propriété
de minimisation possede alors une interprétation en termes probabilistes :

Y(Y,Z) € L*(Q, A, P)x L*(Q,F,v), E(Y —2)*) > E((Y — E(Y|X))?.

En se restreignant aux variables aléatoires de carré intégrable & moyenne nulle (qui est un espace de
Hilbert, voir 2), on obtient que la variance de Y — Z est minimale pour Z = E(Y|X).

Enfin il faut noter que I'espérance conditionnelle a été définie pour des variables aléatoires de carré
intégrable. Une définition directe générale sur L'(§2, A, P) passe par le théoréme de Radon-Nikodyn,
[R]. On peut néanmoins définir 'espérance conditionnelle sur L!(Q, A, P) par densité de L'(Q, A, P)N
L*(Q, A, P) dans L'(2, A, P) et continuité en norme 1 de I'application qui & une variable aléatoire
associe son espérance conditionnelle (voir TD de probabilité).
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1.2 Rappels sur les espaces hilbertiens, [G1]

Définition 1. On appelle espace hilbertien un espace préhilbertien qui est complet pour la norme
issue du produit scalaire.

Exemple 2. 1. Tout espace euclidien est un espace de Hilbert.

2. (7 = {u e CN, Y unl? < oo} est un espace de Hilbert.
3. LA(X, A, pn) = {f mesurables sur X, /|f]2du(x) < oo} est un espace de Hilbert.
b

1 1
4. L3([0,1]) = {f mesurables sur [0, 1], / IfI? < oo, / f= O} est un espace de Hilbert.
0 0

Notations 2. 1. Dans toute la suite, H désignera un espace hilbertien et £(H) désignera l'en-
semble des endomorphismes continus de H.

2. On note H' le dual topologique de H, c’est a dire la restriction du dual algébrique H* aux
formes linéaires continues.

3. Si g € H et x € H, on utilisera parfois (¢, x) pour désigner p(z).

Proposition 2. Soit F' un sous espace vectoriel de H.
1. H=F & F*.
2. Ft+ =F.
3. F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Exercice 2. Contre exemple. Soit H = ¢? et F le sous espace de H des suites nulles & partir d’un
certain rang. Déterminer F*, en déduire qu'on n’a pas H = F @ F+.

Remarque 3. On peut étudier la série > = avec a > % et (€n)nen une suite de variables aléatoires
neN

indépendantes de Rademacher, i.e P(e, = 1) = P(e, = —1) = 3. S, = i = est une martingale
k=0
bornée dans L*(2). En effet F(S2) = Y =, qui converge. Une connaissance de la théorie des
k=0

martingales assure qu’elle converge presque-siirement. On peut redémontrer ce résultat a la main en
utilisant I'inégalité de Hoeffding et le lemme de Borel-Cantelli.

1.3 Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, [G1]

Théoréme 2. Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet. Soit p € H'. Il existe un unique
y € H tel que
Vee H, (p,z)= (7).

De plus, ||l g = [lyll-

Remarque 4. En d’autres termes, y — (-,y) est une isométrie surjective de H vers H'.



Corollaire 1. H est réflexif, c’est a dire que
{H — H"
J:
z = [p = (o, )]
est surjective.

Remarque 5. Soit une norme || - || sur L([0, 1]) tel que (L*([0,1]), || - ||) est topologiquement équi-
valent a (L'([0,1]), ] - []1) alors (L*([0,1]),]| - ||) ne peut pas étre un espace de Hilbert.

Proposition 3. Existence de l’adjoint. Pour tout T € L(H) il existe un unique T* € L(H) tel

que
Ve,ye H, (Txz,y) = (x,T"y).

De plus ||T|| = |T*|.

Remarque 6. Le théoreme d'Hellinger-Toeplitz ([GT], p.112) assure que deux applications linéaires
T et U (non nécessairement continues) qui vérifient :

V(z,y) € H, (Tw,y) = (z,Uy)
sont des éléments de L(H) (c’est une application du théoréme du graphe fermé).

Exercice 3. » DEV « Théoréme ergodique de Von Neumann, [BMP] p.137. Soit T' € L(H)
tel que ||T'|| < 1. On considere

(R
T, = e kz:%T .
On veut montrer que pour tout x € H, T,,(x) — p(x), ou p est le projecteur orthogonal sur Ker(/—T).
1. Montrer que H = Ker(I —T*) @ Im(I —T).
2. Montrer que Ker(! —T%) = Ker(I —T).
3. Etudier séparément la limite de T, (z) pour z dans Ker(I — T) et Im(I — T') puis conclure.
4. Exemple : on considere H = L*(T), f € H et a € R\ 2rQ. Montrer que

lnl

—Zf (- ka) —> o /f

Exercice 4. Démonstration simplifiée des théorémes de Hahn-Banach, [BMP] p.97 &
p-106. Démontrer, indépendamment et sans utiliser le lemme de Zorn, les théoremes de Hahn-Banach
géométriques et analytiques dans le cadre d’un espace de Hilbert.

2 Théoremes de Stampacchia et de Lax-Milgram, vers les
espaces de Sobolev et les solutions faibles, [B]

2.1 Cadre théorique

Théoréme 3. Théoréme de Stampacchia, [B] p.83. Soit a une forme bilinéaire continue et
coercive sur H, i.e. il existe a > 0 tel que

Yo e H, a(v,v)>alv|?
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Soient K un convexe fermé non vide de H et o € H'. Alors il existe un unique u € K tel que
Yo e K, a(u,v—u)> {(p,v—u).

Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisé comme étant 'unique élément de K tel que
o) = (p,u) = min (Sa(v,0) — (o.0))
5w, U p,u) =min | Safv,v v,v) | .

Exercice 5. » DEV <« Preuve.
1. En utilisant le théoreme de Riesz, interpréter u comme un projeté orthogonal.

2. En remarquant qu’on a en fait un probléme de point fixe, prouver qu’un opérateur bien choisi
est contractant et en déduire 'existence et 1'unicité de wu.

3. Dans le cas ol a est symétrique, considérer H muni du produit scalaire défini par a et reprendre
la démarche de la premiere question.

Théoréme 4. Théoréme de Lax-Milgram, [B] p.84. Soient a une forme bilinéaire continue et
coercive sur H et o € H'. Alors il existe un unique u € H tel que

Yo e h, a(u,v) = (p,0).

Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisé comme étant 'unique élément de H tel que

;a(u,u) — (p,u) = 5}%1;} <;G(U>U) - <907U>> .

Remarque 7. 1. Le théoréme de Lax-Milgram peut-étre vu comme un corollaire du théoreme
de Stampacchia, mais il peut aussi se démontrer plus simplement, directement a partir du
théoréme de Riesz ([HL] p.101.).

2. Une formulation équivalente du théoréeme de Lax-Milgram est la suivante :
soit L : H — H' linéaire continue et telle que

Ja >0, Yue H, (Lu,u) > olul’,

alors L est un isomorphisme de H vers H' (exercice : vérifier cette équivalence).

3. Le théoreme de Lax-Milgram est un outil tres utile pour I'étude des EDP elliptiques linéaires,
voir [B] pour de multiples exemples.

2.2 Une application : ’espace H| et la résolution d’un probléme ellip-
tique avec conditions aux bords de Dirichlet en 1D, [B]

Définition 2. Espace H'. On note I =]0,1[. On définit

H'(I) = {ue L*(I), ' € L*(I)}.



Remarque 8. On rappelle que pour u € L*(I), u' € L*(I) signifie qu’il existe v € L?(I) tel que
Vo € C2(1), /w’: —/w-
T T

Dans ce cas, on dit que v est la dérivée faible de u (elle est forcément unique), et on note v’ = v. On
notera que si u est de classe C!, sa dérivée faible coincide avec sa dérivée classique.

Proposition 4. [B] p.121. H'(I) muni du produit scalaire

(u,v) = / (uv + u'v")

1

est un espace de Hilbert séparable.

Lemme 5. [B] p.123. Soient g € L*(I) et yo € I. Alors la fonction v définie par

est continue sur I et vérifie
/w/z —/gso, Vi € C2(1).
T T

En particulier, si g € L*(I), alorsv € H'(I) et v' = g.

Lemme 6. [B] p.122. Soit f € L*(I) telle que

/st’ =0 Vpeclr(),
I
alors il existe une constante C' telle que f = C' presque partout.

Théoréme 7. Un cas particulier d’injection de Sobolev, [B] p.122. Soituw € H'(I). Il existe
un représentant @ de u qui est continu sur I et vérifie

aly) — d(x) = / “uydt, Va,yeT.

Définition 3. On définit
HY(I) = {u e H'(I),u(0) = 0 =u(1)}.

Théoréme 8. Un cas particulier de l’inégalité de Poincaré, [B] p.134. Il existe une
constante C' telle que
Yu e Hy(I), [ull iy < ClIE N gy -

On en déduit que ||[W'[| ;) est une norme sur H}(I) équivalente a el g1 -
Théoréme 9. Un résultat de densité. C:°(I) est dense dans Hj(I).

Remarque 9. Traditionnellement, les espaces de type Hj sont définis comme la fermeture de C°
dans H', et on démontre ensuite que cela correspond aux fonctions nulles au bord (en un sens a
préciser en dimension > 1).



Définition 4. Solution faible, [B] p.136. Soit f € L*(I). On cherche a trouver u solution du
probleme de Dirichlet homogene :

{—u"+u:f sur [

u(0) =0 =u(l). (1)

1. Une solution forte de (1) est une fonction u € C*(I) N C(I) ou les dérivées sont & comprendre
au sens classique.

2. Une solution faible de (1) est une fonction u € HJ(I) qui vérifie

/(u’v’—i—uv) :/fv, Vv € Hy(I).
T

I

Remarque 10. Toute solution forte de (1) est une solution faible de (1).

Théoréme 10. [B] p.136. Soit f € L*(I). Il existe un unique u € Hy(I) solution faible de (1). De
plus, u est caractérisé comme étant ['unique solution au probléme de minimisation :

1 2
a3
Enfin, si f € C(I) alors u est une solution forte de (1).

Exercice 6. Preuve. Démontrer le théoreme précédent en utilisant le théoreme de Lax-Milgram.
Pour montrer que u est une solution forte, on pourra d’abord montrer que u appartient a I’espace

H*(I) ={u € L*(I), v',u" € L*(I)}.

Exercice 7. Condition aux bords VS espace de fonction. Soit u € H'(I) telle que

/(u’v’—i—uv) :/fv, v e HY(I).

I

Montrer que u est solution d'un probléme similaire & (1) (qu’on appelle probléeme de Neumann
homogene).

Remarque 11. Pour introduire les conditions de Dirichlet on a modifié 'espace de départ (H}(I) au
lieu de H'(I)), par contre pour introduire les conditions de Neumann c’est la forme linéaire qui est
modifiée. Les conditions de Dirichlet sont dites essentielles, ou explicites, les conditions de Neumann
sont dites naturelles, ou implicites.

Remarque 12. Dans les exercices précédents on a utilisé le théoreme de Lax-Milgram version sy-
métrique qui n’est autre que le théoreme de Riesz-Fréchet. Un exemple d’application du théoreme
de Lax-Milgram version non symétrique est donné par le probléme suivant ([B] p.138) :

{ —(pu) +rd +qu=f surl
u(0) =u(l) =0

Noter qu’il n’y a pas automatiquement de probleme de minimisation associée a cette équation.
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Théoréme 11. [B] p.137. Soient o, 3 € R et f € L*(I). Il existe un unique u € H*(I) solution
du probleme de Dirichlet non homogéne :

{—u”+u:f sur I @)

u(0) = a et u(l) = f.

De plus, u est caractérisé comme étant l'unique solution au probléeme de minimisation :

: 1 2 2
iy o[ (1) [
g I I

v(0)=c, v(1)=
Enfin, si f € C(I) alors u est une solution forte de (2).

Exercice 8. Preuve. Démontrer le théoreme précédent en utilisant le théoréme de Stampacchia.
On pourra considérer le conveze fermé de H(I) défini par K = {v € H'(I),v(0) = o, v(1) = B}.

Remarque 13. On aurait aussi pu démontrer ce résultat en se ramenant au probleme de Dirichlet
homogene.

Exercice 9. Résolution d la main, méthode de tir. Soit f € C(/). Pour tout v € R, on note
u., la solution de
—u"+u=f surl
{u(O) =a et u'(0) = .
En considérant w, —uy, avec un 7 judicieusement choisi, montrer que (2) admet une unique solution.
Exercice 10. Résolution explicite avec f € L?(I) Soit f = X[ ap-

1. Montrer —u” + v = f avec conditions aux bords de Dirichlet homogeéne admet une unique
solution dans Hg ().

2. Montrer que u est solution forte —u” +u = f sur |0, 3[ et sur |3, 1.

3. Expliciter la solution faible.

3 Topologie dans un Hilbert, [G1] p.411.

Définition 5. Convergence faible. Une suite (u,) € HY converge faiblement vers u € H si
Yo € H, (u,,v) — (u,v).

Remarque 14. Cette définition coincide bien avec celle vue en analyse fonctionnelle puisque d’apres
le théoreme de représentation de Riesz, toute forme linéaire continue sur H peut se représenter comme
un produit scalaire par un certain vecteur de H.

Exercice 11.
1. Donner un exemple de suite qui converge faiblement mais pas fortement.

2. Donner un exemple d’une suite (u,) € (L2([0,1]))" qui converge faiblement vers u et telle que
u? € L*([0,1]) pour tout n € N, mais pour laquelle (u2) ne converge pas faiblement vers u?.

8



3.

4.

D.

6.

Montrer que toute suite qui converge faiblement est bornée (on pourra utiliser le théoréme de
Banach-Steinhaus) et que la limite faible u vérifie |Ju|| < liminf ||u,]|.

Soit (u,,) une suite qui converge faiblement vers u et telle que ||u,|| — ||ul|. Montrer que (u,,)
converge fortement vers u.

Soient (u,) une suite qui converge faiblement vers u et (v,) une suite qui converge fortement
vers v. Montrer que (u,, v,) converge vers (u, v).

Montrer que de toute suite bornée (u,,), on peut extraire une sous suite faiblement convergente
(on pourra utiliser le procédé d’extraction diagonale).

Remarque 15. La derniere question de l'exercice précédent montre que la boule unité de H est
séquentiellement compacte pour la topologie faible. On a donc redémontré, dans le cas particulier des
espaces de Hilbert, la version wutile du théoréeme de Banach-Alaoglu (mais pas la version générale, car
on n’a pas supposé que H était séparable, la boule unité fermée n’est donc pas forcément métrisable
pour la topologie faible et on n’a donc pas compacité séquentielle = compacité). Ce résultat de
compacité séquentielle faible permet notamment de prouver de maniere alternative (sans utiliser le
théoreme de Lax-Milgram) lexistence de solutions faibles pour (1) par exemple. C’est I'objet de
I’exercice suivant.

Exercice 12. Approche variationnelle, [A]. Dans le but de trouver une solution faible de (1),
on introduit la fonctionnelle F' définie sur H}(I) par

d.

F(v) = ;/(2}2—1—11’2) —/fv.

Montrer que inlf( F(v) est fini. On considére maintenant une suite minimisante (u,) €
veHy(I)

H (DN, ie. telle que lim F(u,) = inf F.
Hg(I)
Justifier que (u,) est bornée et qu’il existe u € H(I) tel que, quitte & extraire, u/, o u' et

Uy, — U.
L2

. En déduire que F(u) = inf F.

H(I)
En utilisant que pour tout v € Hg(I) et tout ¢ € R, F(u) < F(u + €v), montrer que u est
solution faible de (1).

Montrer par un argument de convexité que cette solution est unique.

Remarque 16. 1. Si on avait voulu appliquer au probléme (2) une approche similaire, on aurait

eu besoin du lemme de Mazur qui dit que les convexes fermés pour la topologie forte le sont aussi
pour la topologie faible (voir TD d’analyse fonctionnelle). Ezercice : redémontrer ce résultat
dans le cadre des espaces de Hilbert.

. Pour des probléemes linéaires, il est en général plus simple d’utiliser les théorémes de Lax-

Milgram ou de Stampacchia. L’approche variationnelle devient vraiment intéressante pour étu-
dier des problémes non linéaires, par exemple

— " Fut+udP=f surl
{u(O) =0=u(l).
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On pourra alors étudier la fonctionnelle définie sur H}(I) par
_ 1 SRR S
F(U)—QI/(U +v )+4I/v —I/fv,

la seule différence par rapport a 'exercice précédant étant qu’il faut un argument de compacité
supplémentaire (voir proposition 11) pour montrer que / ui — / ut.
T T

4 Bases hilbertiennes

4.1 Généralités, [G1] p.408.

Proposition 5. Inégalité de Bessel. Soient (e,),en une famille orthonormée de H etv € H. On

note E = Vect(en)nen. La série w = > (v, ey)e, converge, w est la projection orthogonale de v sur
neN

E et
Jw]> =" [{v,en)]* < ||v||*  (inégalité de Bessel).
neN

Définition 6. Base hilbertienne Une base hilbertienne de H est une famille orthonormée (e, )nen
telle que E = Vect(ep,)nen = H.

Proposition 6. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne et est isométriquement
isomorphe a €%. Si (e,)nen est une base hilbertienne de H, alors tout v € H s’écrit de maniére unique

comme
V= Z Un€n,

neN

ot v, = (v,e,), et on a
0] =" |val®  (égalité de Parseval).

neN
Exercice 13. Lien avec la convergence faible. Soit (z") € (¢2)". Montrer que

" { (z™) est bornée
=

Vp eN, z; — .

4.2 Des exemples de bases hilbertiennes
4.2.1 Analyse de Fourier

Remarque 17. On rappelle (cf. TD de topologie), quun espace vectoriel normé admettant une base
algébrique dénombrable n’est pas complet. En dimension infinie, une base hilbertienne n’est donc
jamais une base algébrique!

Exemple 3. Séries de Fourier. (t — ¢™),cz est une base hilbertienne de L*(T).
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Remarque 18. L’orthogonalité de ces fonctions est facile a montrer. Il reste a montrer que I'espace
vectoriel qu’elles engendrent est dense dans les fonctions de carré intégrable sur le tore. On peut
utiliser le théoreme de Féjer (voir TD d’analyse de Fourier) ou le théoreme de Stone-Weierstrass.

On rappelle maintenant quelques résultats sur la transformée de Fourier (voir le TD d’analyse de
Fourier) qui seront utiles pour traiter les exemples suivants.

Définition 7. Transformée de Fourier. Soit f € L'(R), on peut définir sa transformée de Fourier
par

f©) = [ f@e .
R
Théoréme 12. Formule d’inversion de Fourier. Si f,f € LY(R), alors
1 o .
= — e
J@) =5 / Feye=de

Théoréme 13. Fourier-Plancherel. La transformée de Fourier s’étend en un isomorphisme in-
volutif de L*(R) dans lui méme et vérifie

1 A
Vfe LR s=—I7l5
feL*R), [Iflly 27r||fH2
Exercice 14. » DEV <« Théoréme d’échantillonnage de Shannon, [W] p.126. On définit
BLy(R) = {u € L*(R), supp(d) C [—71',77']}.

1. Vérifier que BLo(R) est un espace de Hilbert.

2. Soit u € BLy(R). Montrer que u admet un représentant continu, tendant vers 0 a U'infini et tel
que

”uHLOO(]R) < ||u||L2(]R)'

3. On définit, pour k € Z, la fonction ej par e(x) = eik"tl[,mﬂ] (). En considérant €, déterminer
une base hilbertienne de BLy(R).

4. En déduire que pour tout u € BLy(R),

u(z) =Y u(k)sinc(z — k),

keZ

ou sin.(z) = sin(ma) et Dégalité vaut dans L*(R).
T

5. Montrer que 'égalité de la question précédente est encore vraie lorsque 1’on remplace la conver-
gence dans L*(R) par une convergence uniforme et que I'on remplace u par son représentant
continu.

Exercice 15. H'(T) et coefficients de Fourier On définit

H'(T) = {f € L*(T),3g € LX(T), ¥ € CZ(T), [ f&' == [ g}

Soit f € HY(T).
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1. Montrer que H'(T) = {f € H'(]0,2x(), f(0) = f(27)}.
2. Montrer que Vn € Z, ¢,(f') = inc,(f).
3. En déduire que Vz € T, f(z) = 3 cu(f)e™.

neZ

Exercice 16. Ondelette de Haar, [CLF] p.55 et [Pe]| p.54 Soit ¢ = xjo1; et ¢ = Xjo.A0 — X)La[-
On définit
Vn e N\Vk € Z, Vo € R, Y i(z) = (2" — k), dpi(x) = 6(2"x — k).

On note Vy = Vect (¢ ,n € {0,...,N}, k € Z).

1. Montrer U Vy = L*(R).
NEN

2. Montrer que (¢n k)rez est une base hilbertienne de 'orthogonal a Vy dans V.
3. Donner une base hilbertienne de L*(R).

4.2.2 Polynémes orthogonaux, [Po] p.245

Dans toute cette partie, I est un intervalle de R d’intérieur non vide et w : I — R une fonction
poids, i.e. w est mesurable, w(z) > 0 pour presque tout z et

/|x|"w(x) < +o0, VneN.
T

On consideére

L2(I) = {f : I — C mesurable, /|f(x)|2w(1:)d.r < +oo} ,
T

muni du produit scalaire

(.90 = [ F@)gl@)w(@)dr,

qui fait de LZ (I) un espace de Hilbert.

Exercice 17. » DEV <« Densité des polyndémes orthogonaux, [BMP] p.110 & p.140. Le
but de cet exercice est de construire une base hilbertienne particuliere pour cet espace, sous certaines
hypotheses sur w.

1. Rappeler brievement pourquoi il est possible de définir une unique famille orthogonale (P,),en
de polynémes unitaires et tels que pour tout n € N, deg(P,) = n.

2. Si I est borné, montrer que (P,),en est une base hilbertienne de L2 (I).

3. A partir de maintenant, I n’est plus nécessairement borné mais on suppose qu’il existe a > 0
tel que

/ea|x|w($)dx < 400.
T
Soit f € L2 (I). Montrer que la fonction ¢ définie par

() = {f(x)w(x) sixzel,

0 sinon,

est bien dans L!'(R) et que sa transformée de Fourier se prolonge en une fonction F' holomorphe
sur {2 € C, [S(2)] < §}.
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4. Calculer F™(0) pour tout n € N et en déduire que si f € (R[X])" alors f = 0. Conclure.
5. Montrer que si I =]0,4+o0[ et w(x) = 27"%, les polynomes orthogonaux ne forment pas une

base hilbertienne pour L2 (I) (on pourra considérer la fonction définie par f(z) = sin(27 Inx)).

Exercice 18. Montrer que dans I’exercice précédent chaque polynome P, admet n racines réelles
distinctes dans l'intérieur de l'intervalle 1.

Proposition 7 (Relation de récurrence). Les polynomes (P,)nen vérifient une relation de récurrence
linéaire d’ordre deux.

Exemple 4. Quelques exemples de familles de polyndémes :
1. Pour I = [0, +oo[, w: ¢ e~*. Les polynomes identifiés sont les polyndmes de Laguerre

T

Ve € RVn e N, Po(z) = S (2= eam) " (@),
n!

Ils vérifient la relation de récurrence suivante
VeeRVneN, (n+1)P,1(z) =2n+1—12)P,(x) — nP,_1(x).

2. Pour I = [—1,1], w: t+ 1. Les polynémes identifiés sont les polynémes de Legendre

1 n
VeeR,VneN, P,(z) = — (x N 1)”)( :

21!

().

5 Réduction des opérateurs compacts auto-adjoints

5.1 Cadre théorique, [B, G1]

Remarque 19. On considere ici pour simplifier H un R espace de Hilbert. Une partie des résultats
de cette section restent valable dans un espace de Banach quelconque, mais ils sont tous énoncés
ici dans le cadre des espaces de Hilbert qui permet des preuves plus simples, voir [B] pour le cadre
général.

Définition 8. Opérateur compact. Soit T' € L(H). T est dit compact si T'(B(0, 1)) est relative-

ment compact (i.e. T(B(0,1)) est compact).

Proposition 8. Soient Hy, Hy deuxr espaces de Hilbert, Ty : H — Hy et Ty : Hi — Hy des
applications linéaires continues. St Ty ou Ty est compact, alors Ty o 17 est compact.

Proposition 9. Caractérisation dans un Hilbert. Soit T € L(H). Montrer que T est compact
si et seulement si pour toute suite (u,) convergeant faiblement vers w, T, converge fortement vers
Tu.

Remarque 20. Limite d’opérateurs de rang fini Dans un espace de Hilbert tout opérateur
continu compact peut étre vu comme limite (en terme de norme d’opérateur) d’opérateurs linéaires
continus de rangs finis ([S], p.425, [B] p.89).
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Exercice 19. Soit H un R espace de Hilbert séparable et (e,)n,eny une base hilbertienne de cet
espace. Soit T' € L(H) tel que Vn € N, T(e,) = e, avec (A, )nen € RY. Montrer que T' est compact

si et seulement si \,, — 0.
n—-+4+o0o

Exercice 20. Opérateur intégral Soit K € C([0,1]x0, 1], R). On définit T : L*([0,1]) — L3([0,1])

T(F)(w) = [ K(e.)f )y

1. Montrer que T est une application linéaire continue.

2. Montrer que la restriction de T aux fonctions continues a valeurs dans les fonctions continues
est un opérateur linéaire continu compact.

3. Montrer que T' est encore un opérateur linéaire continu et compact si K € L?([0,1] x [0,1])
([CLF] p.65).
Définition 9. Spectre, valeurs propres. Soit 7' € L(H). On définit son spectre par
o(T)={X € R, T — AI est non bijectif},
et I’ensemble de ses valeurs propres par
A(T)={X € R, T — AI est non injectif} .
Remarque 21. 1. Si dim H = 400, A(T') peut tres bien étre strictement inclus dans o(7") (un
endomorphisme peut étre injectif mais non surjectif).
2. Cependant on peut montrer (mais on n’en aura pas besoin ici) que si T est compact, alors
o(T)\ {0} = A1)\ {0}.
Proposition 10. Spectre d’un opérateur compact. Soit T € L(H) compact.
1. St A € A(T)\ {0}, alors Ker(T — M) est de dimension finie.
2. 0 est le seul point d’accumulation possible de A(T).
3. N(T) est fini ou dénombrable.
Définition 10. Opérateur auto-adjoint. Soit T € L(H). On dit que T est auto-adjoint si 7" = T.

Lemme 14. Norme d’un opérateur auto-adjoint. Soit T € L(H) auto-adjoint. Alors

1T = sup (T, ).
Théoreme 15. Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts. On suppose que
H est séparable. Soit T € L(H) auto-adjoint et compact, alors il existe une base hilbertienne de H
formée de vecteurs propres de T.

Exercice 21. » DEV (avec la proposition 10 dans le cas auto-adjoint) <« Preuve, [G2]
p.413

1. Montrer qu’il existe une suite (x,) de vecteurs de norme 1 telle que [(T'x,, x,)| — ||T].

N

Si T' # 0, montrer que 7" admet au moins une valeur propre non nulle.

&

Montrer que les sous espaces propres de T sont deux a deux orthogonaux.

>

On note G le sous espace engendré par tous les sous espaces propres associés a des valeurs
propres non nulles et F' = G. Montrer que F'*+ = KerT.

5. Conclure
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5.2 Retour sur H}(I), [B]

Proposition 11. Compacité de l’injection de H'(I) dans C(I), [B] p.129. L’injection
[HY(I) = ()
" U u

est compacte.

Exercice 22. Preuve. Prouver ce théoréeme (on pourra penser au théoréme d’Ascoli, ¢f TD de
topologie).

Théoréme 16. Une base hilbertienne adaptée au probléme (1), [B] p.145 et p.192. I
existe (An),, une suite de réels strictement positifs et tendant vers +-00 et (en),~, une base hilber-

tienne de L*(I) telle que e, € C*(I) et

"
{ — e+ e, = ey

Vn > 1.
en(0) =0 =en(1), =

€n

De plus, (én = ﬁ

(u', ’U/>L2(I) .

> est une base hilbertienne de Hy(I) pour le produit scalaire (u,v) g (p) =
n>1

Remarque 22. Soit f € L2 Si on connait sa décomposition dans la base hilbertienne (e,) : f =

o0 [o.¢]
> fn€n, on peut construire explicitement une solution de (1) par u = f\nen.
n=1 n=1 "7

Exercice 23. Preuve du théoreme.
1. On consideére T : L*(I) — H{(I) qui a f associe la solution de (1), et T' = ioT’, ot i est l'injection
canonique de Hj(I) dans L*(I). Montrer que T est un opérateur auto-adjoint compact de L?
dans L.

2. En déduire l'existence des suites (e,) et (\,) satisfaisant les propriétés du théoreme.

3. Dans notre cas (I =0, 1[), calculer explicitement (e,) et ().

Remarque 23. 1. Les éléments propres obtenus dépendent des conditions aux limites (changer
les conditions aux limites revient & changer 'opérateur T et donc possiblement ses éléments
propres), pour s’en convaincre on pourra calculer explicitement les (e,,) et (A,,) en remplagant la
condition de Dirichlet homogene (e, (0) = 0 = e,(1)) par une condition de Neumann homogene :
e (0)=0=¢€(1).

2. Le fait qu’on considére ici un intervalle borné est essentiel, U'injection de Hj(I) dans L?(I) n’est
pas compacte sinon.

3. Ce type de résultat se généralise a des problemes plus généraux et en dimension supérieure du

type
—div(A(z)Vu) + c(z)u = 0,

ou A vérifie la condition dite d’ellipticité :

Jag > 0,Vx € I,VE € R™,  *€A(x)E > ag ).
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