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1 Condition nécessaire de minimum relatif sur un
ensemble convexe

Soit J : © C V — R une fonction définie sur un ouvert {2 d'un e.v.n. V
et U une partie convexe de €. Si la fonction J est dérivable en un point u
€ U et si elle admet en u un minimum relatif par rapport & U, montrer que

JWw)(v—-u)>0 Vovel.

2 Fonctions convexes

2.1 Derivabilité premiére

Soit J :  C V — R une fonction dérivable dans un ouvert 2 d’un e.v.n.
V, et U une partie convexe de €2, montrer que
(1) La fonction J est convexe sur U sii

J) > Jw)+J'(u)(v—u) VYV u,vel.
(2) La fonction J est strictement convexe sur U sii

J) > Jw)+J(uw)(v—u) VYV uvelU u#v.



2.2 Derivabilité seconde

Soit J : 2 C V — R une fonction deux fois dérivable dans un ouvert €2
d’un e.v.n. V, et U une partie convexe de €2, montrer que
(3) La fonction J est convexe sur U sii

J'uw)(v—u,v—u)>0 V u,vel.

(4) Si
J"w)w—u,v—u)>0 V uvel u#v,

la fonction J est strictement convexe.

3 Meéthode de gradient a pas variable

3.1 Convergence

Dans cette partie, on va analyser la convergence des méthodes de gradient
A pas variable

Upy1 = ugp — pr VJ (u)

avec pr > 0 Vk € N.
Soit V=R" et J:V — R dérivable dans V. On suppose qu’il existe des
constantes a > 0 et M > 0 telles que

(VJI(W) = VJ(u),v—u) >alv—ul* Yu,veV,
|IVJ(v) = VJ(u)| < M|jv—u| Yu,veV.

Supposons qu’il existe deux nombres a et b tels que

2ce

On note u la solution du probléme de minimisation. Montrer alors que la
méthode du gradient & pas variable converge et que la convergence est géo-
meétrique : il existe f = B(a, M, a,b) < 1 tel que

lu* —ull < 8% u® = ul.

3.2 Cas d’une fonctionnelle elliptique quadratique

Considérons le cas d’une fonctionnelle quadratique avec A définie positive

JiveR" - J(v) = %(Av,w ~ (b,v).



On note A1 < ... < A\, les valeurs propres de A.
Soit la fonction y : Ry — R définie par

1(p) = max{[1 — pAil, [1 = pAn[}.

Montrer alors que a et b tels que

2
O<a<pr<b< —
An

conviennent pour garantir la convergence et

B = max{u(a), u(b)}

Montrer que la valeur optimale du paramétre p ici correspond a

. 2
PN
et montrer que
conds(A) — 1
u(p*) = (4)

conday(A) +1°

Commenter.



