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Démonstration de cours

C(u) = {0} U{w € V' pour lesquels il existe au moins
une suite de points {ug}x/ug € U, ug # u, liin Up = U

. Up — U w
lim = w # 0}
Bollug =l Jlofl’

Théoréme
1) Yu € U, C(u) est fermé,
2) J:Q— R, QC V ouvert. Si J admet en un point un minimum relatif
sur U, et si J est différentiable en u, alors :

DJ(u)(v—u) >0 Yveu+C(u).

Exercice : Montrer que C'(u) est fermé.

Théoréme de sensibilité

Soit u* et \* satisfaisant

VuL(u*, A*) =0
VaL(u*, A*) =0 (1)
yT'V2 L(u*, \)y >0, Yy # 0 tel que VO(u*)Ty =0

avec L le lagrangien du probléme



On considére la famille de problémes

min J(u)
@ { o

paramétré par le vecteur yu € R™.

1. On veut montrer qu’il existe r > 0 tel que Yu € B(0,r), il existe
u(p) € R™ et M) € R™ qui forment une paire minimum local-
multiplicateur de Lagrange du probléme (P). u(.) et A(.) sont u —C!
dans B(0,7) et u(0) = u* et A(0) = \*.

— Ecrire explicitement £ le lagrangien du probléme (Pg) et £ le
lagrangien du probléme (P), puis écrire le systéme d’équations
avec multiplicateur de Lagrange associé au probléme P.

— CQalculer le jacobien de ce dernier systéme, et montrer qu’il est
inversible.

— En utilisant le théoréme des fonctions implicites, en déduire la
proposition 1.

2. Notons P(u) = J(u(p)) le cotit optimal, montrer que

VuP(p) = =Xp), Y € B(0,r).

Exercice

Etant donné A € S,(R) et b € R, on considére le probléme d’optimisation
suivant :

inimiser f(z):= 1(Ax,x T
) {M f(z) = 5(Az, ) + (b, )

sous la contrainte x| = 1.

1°) On suppose b = 0. Rappeler alors ce que vaut f = inf{f(z) : ||z| =
1} et quels sont les # de norme 1 pour lesquels f(z) = f.

2°) Soit A1 la plus grande valeur propre de A et p un réel strictement
inférieur & —A1. On pose

1
Ap:=Atpln, fp:x €R" > fy(x) = o (Apz,z) + (b,7).

(a) Indiquer pourquoi f, est strictement concave.
(b) On considére le probléme d’optimisation suivant :

. Minimiser f,(x)
0 {||x|31.



Montrer que
1
inf{ fp(2) + ||zl < 1} = inf{f(2) : |l =1} + 5 p

et que les solutions de (P) et (P,) sont les mémes.



