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Analyse variationnelle de la factorisation polaire d’une
matrice

Soit M, (R) structuré en espace euclidien grace au produit scalaire usuel
(U, V) :=tr(UTV); on note || - || la norme matricielle associ¢e. Etant donné
M € M, (R), on considére le probléme d’optimisation suivant :

(P) Minimiser [|[M — QJ|, Q € O,(R),

ot O, (R) désigne I’'ensemble des matrices orthogones de taille n.

1. Montrer que (P) a une solution.

2. a. Soit h : Mu(R) — S,(R) qui & A € M,(R) associe h(A4) :=
AAT — I,,. Verifier que h est de classe C* sur M, (R) et que,
pour tout A € O,(R), la différentielle Dh(A) est surjective.

b. Soit € une solution de (P).
— Montrer & 'aide des conditions d’optimalité du premier ordre
de Lagrange qu'’il existe Sy € S,,(R) telle que :

VH € Mu(R), (Qo — M, H) + (So, QH ' +HQJ) = 0.

— En déduire qu’il existe une matrice symétrique g telle que
M = 3pQy.

Lemme de Farkas-Minkowski

Rappel : Théoréme (Lemme de Farkas-Minkowski). Soit a;, i € I,
ol I est un ensemble fini d’indices, et b des éléments d’un espace
de Hilbert V, de produit scalaire (.,.). Alors I’inclusion

{weV; (a;,w) >0, iel} C{weV; (byw) >0}



est satisfaite si et seulement si :
Il existe \; >0, i € I, tels que b=}, _; \ia;.

On définit ’ensemble C' = {Zie] Na; €V N >0, 14 € I}.

1. Montrer que C' est fermé dans le cas oil les a; sont linéairement indé-
pendants.

2. Dans le cas ou les a; sont linéairement dépendants, montrer que ’on
peut écrire C' comme une union finie de cénes associés & des vecteurs
a; linéairement indépendants. En déduire que C est fermé.

Indication : remarquer que l'on peut écrire tout vecteur v = Y ..; Aia;

sous la forme v = >, (i + tpi)a; avec (A; + tp;) > 0 pour i € I.



