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Un probléme d’approximation matricielle

Soit M, (R) structuré en espace euclidien grace au produit scalaire usuel
((A,B)) :=tr(ATB); on note ||| - ||| la norme matricielle associée.
Soit
S :={M e M,(R) | det M =1};

Y :={M € M,(R) | M est orthogonale et det M = 1}.

L’objet de ’exercice est de montrer que les matrices de .S les plus proches

de Vorigine (au sens de la distance induite par |||- ||| ) sont les matrices de X.

1. Formaliser le probléme énoncé ci-dessus commme celui de la minimi-

sation d’une fonction différentiable sur une contrainte définie par une
égalité.

2. (a) Grace a la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre de
Lagrange, montrer que toutes les matrices candidates & étre solu-
tions du probléme sont orthogonales.

(b) Veérifier que toutes les matrices orthogonales de déterminant 1
sont bien solutions du probléme posé.

Minimisation d’une fonction quadratique sur le sim-
plexe unité

Pour n > 2, soit

n
S = {x:(ml,...,xn)eR”]miZOPOUI‘tOUtiet inzl}
=1



et
FiR" SR
x=(r1,...,2n) — f(z) = szxj
i#]j

1. f est-elle convexe sur R” 7 concave sur R"” 7 Mémes questions & propos

de la restriction de f a4 S.
2. Résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(P) Maximiser f sur S.

Maximisation d’une fonction produit sur la sphére-

unité
Déterminer la valeur maximale de la fonction
R =R

n

= (x1,...,2n) — f(z) = HZL‘?

=1

sous la contrainte > " ; mf - 1.

En déduire I'inégalité suivante, valable pour tout x = (z1, ...

n

1~

i=1

()

ou || - || désigne la norme euclidienne usuelle dans R".

,Tp) € R™:



