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Algorithme d'Uzawa

Soit le problème primal

(P)

{
J(u) = inf

v∈U
J(v)

u ∈ U := {v ∈ V ;φi(v) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m}
(1)

et son dual

(Q)
{
λ ∈ Rm+ , G(λ) = sup

µ∈Rm
+

G(µ). (2)

Méthode d'Uzawa :

Partant d'un élément λ0 ∈ Rm+ arbitraire, la suite de couples (λk, uk) ∈
Rm+ × V, k ≥ 0 est dé�ni par les formules de récurrences suivantes

{
uλk : J(uλk) +

∑m
i=1 λ

k
i φi(uλk) = infv∈V J(v) +

∑m
i=1 λ

k
i φi(v)

λk+1
i : λk+1

i = max {λi + ρφki (uλk), 0}
(3)

Convergence de la méthode d'Uzawa :

On suppose que V = Rn, que la fonction J est elliptique, et que l'ensemble

U , de la forme

U = {v ∈ Rn;Cv ≤ d}, C ∈ Am,n, d ∈ Rm,

est non vide. Alors, si

0 < ρ <
2α

‖C‖2
,

la suite (uk) converge vers la solution unique du problème primal (P).
Si le rang de C est m, la suite (λk) converge également,vers la solution

unique du problème dual (Q).
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Algorithme de Arrow-Hurwicz

Soit n un entier positif. L'espace vectoriel Rn est muni de la norme eu-

clidienne notée |.|n et du produit scalaire correspondant noté (., .). L'en-
semble des matrices carées n × n est muni de la norme ‖B‖ dé�nie par

‖B‖ = max { |Bx|n|x|n , x ∈ Rn, x 6= 0}. Soient A une matrice carrée n × n sy-

métrique dé�nie positive et b un vecteur de Rn. On note J l'application de

Rn 7→ R dé�nie par

J(v) =
1

2
(Av, v)− (b, v). (4)

Soit m un entier et C une matrice m× n. On pose U = {v ∈ Rn, Cv = 0}.
On considère le problème suivant : trouver u ∈ U tel que

J(u) = inf
v∈U

J(v). (5)

1. Montrer que le problème (5) admet une solution unique et écrire les

conditions d'optimalité de Kuhn et Tucker. On notera λ le multilica-

teur de Lagrange.

2. Pour résoudre ce problème, on dé�nit la méthode itérative suivante

uk+1 = uk − ρ1(Auk − b+ Ctλk), λk+1 = λk + ρ1ρ2Cu
k+1 (6)

ou ρ1, ρ2 > 0 sont des paramètres et (u0, λ0) sont donnés dans Rn ×
Rm. Montrer que si ρ1 > 0 est su�samment petit, on a

‖I − ρ1A‖ < 1 (7)

où I est la matrice identité. Dans la suite, on choisit ρ1 tel que cette

inégalité soit véri�ée et on pose β = ‖I − ρ1A‖ < 1.

3. Montrer que l'on a{
|λk+1 − λ|2m ≤ |λk − λ|2m + (ρ1ρ2)

2‖CtC‖|uk+1 − u|2n
+2ρ1ρ2(C

t(λk − λ), uk+1 − u) (8)

En déduire que pour ρ2 assez petit, on a : γ|uk+1 − u|2n ≤ (
|λk − λ|2m

ρ2
+ β|uk − u|2n)

−( |λ
k+1−λ|2m
ρ2

+ β|uk+1 − u|2n)
(9)

où γ = (−ρ21ρ2‖CtC‖+ 2− 2β) est choisi strictement positif.

4. En déduire que l'on a limk 7→∞ u
k = u.

5. Que peut on dire de la suite (λk)k∈N lorsque la matrice C est de rang

m ?

6. La méthode ci-dessus s'appelle la méthode d'Arrow-Hurwicz. Quel

avantage cette méthode présente-t-elle par rapport à celle d'Uzawa ?

2


